Correction probleme - BAC C - Metz - 1982

=17

Partie A

xVxER

f est continue et dérivable sur | — oo, —1[ et sur | — 1, o0].
f'(@) = a5z

Px)=az® +bz?+cx+det PO)=f0)=1=d=1
P=f1)=% = a+b+c=-1
P(m) 3az? +2bx +cet P'(0) = f'(0)= -1 = c=—1

ff(l)=-1 =3a+20—-1=-1

A
=

=
|

_ 1
donc atb=3
3a+20—1= —%
3a+2(3—a)=32
soita:fi etb:%
Plz)=—12%+ 322 — 2 +1
k(z) = 1+1 +1 ?+x—1
3
k(l‘) 1+ (z 311)-’(_3;+1)+(;r -1)
+ia?(@—3)(z+1
144 (22 —22-3
h(z) = TS 205
«®(§ (142°—2z))
k() = i
122 (z—1)2
k(x) 1 1+x

or k(z) = f(z) — P(x)

donc si z = —1 = f(z) = P(x)
siz < —1= f(x) < P(x)

de plus mllan f(z) =00

et lim f(z)=—o0
r——1—
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P(x)

h(z) = Lot

14z
mE[O,l]d0n0x+1>1etﬁ+1<1

k(z) < 2% (x — 1)
donc fol k(z)dz < fol 322z —1)2 = 1 [, (2*(2® — 2z + 1)da
done i k(z)dz < [ (e —20° +2%) = §(3) — §(}) + &(

done [y k(z)dz < 35— § + 15 = 135

zel0,1]donce+1<2et 13 >3
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donc fo x)dr = f(

(x* — 223 4+ 22) = 2%0

fol f(z)dr = fol H_%dl‘ =[In(1+ x)]é =1In2
fol P(z)dx = fol(—iat:3 +32% — x4+ 1)dz

1

Jo P(l‘)de—i(i)ﬂL%(
donc fo dm—fo
310 <fo d$<m

240 + < In2 < 120 +

11x1541 11x15+42
10— < In2 < 255

donc

240 240

_ 11
)—i+1=11

P(z) da:—fo

dx—fo

< In2 < 2L guecn = 166

dx—ln2——
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Partie B

Q application de E dans R* telle que Q(P) = (P(0), P'(0), P(h), P'(h))

E contient les fonctions polynomes de degré inférieur ou égal a 3 donc dim E=4

Soit A et B € E, alors (P + AQ)(z) = P(x) + AQ(x) donc

Q(A+ AB) = (A(0) + AB(0), A'(0) + AB’(0), A(h) + AB(h), A'(h) + AB’(h))
= (A(0), 4'(0), A(h), A'(h)) + A(B(0), B'(0), B(h), B'(k))

donc Q(A+ AB) = Q(A) + AMQ(B) donc Q est une application linéaire.
Montrons que Q est injective :

soit P € E alors P(z) = ax® + bx? + cx +d

P0)=0=d=0

P'(0)=0=¢=0

P(h) =0 = ah®+bh%? =0

P'(h) = 0= 3ah?® 4+ 2bh =0

Soit pour h = 0 :

ah+b=0 N b= —ah N b=0

3ah +2b=0 ah =0 a=0
Conclusion : Q(P) =0 = P = 0. Le noyau de Q ne contient que la fonction nulle donc Q est injective.
or dim E=4=dim R* il en résulte que Q est une application linéaire bijective.

P :Qil(()?ov]-ao)
P0)=0=d=0
P0)=0=c=0
P(h)=1=ah®+bh? =1
P'(h) =0 = 3ah? + 2bh =0
Soit pour h > 0 :
ah3® +bh? =1 ahg—%aiﬁ:l a:—%
{ Bah+2b =0 :ﬁ{ b=—3an Tl b=54

Ps(x) = fh—zgscg + %1‘2

Py =Q"10,0,0,1)

PO)=0=d=0

P'0)=0=c=0

P(h) = 0= ah®+bh?> =0

P'(h) =1 = 3ah® +2bh =1

Soit pour h > 0 :
ah+b=0 = —ah a:#
3ah?+2bh=1 | ah*=1 | b=-1

Py(z) = %x?’ — %xQ

P =1- P
P(z)=1+ %x?’ — %ﬁ
Py (0) =1
P{(O) =0
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Py(h) =0
Pl(h) =0

Pi(a) =
Py(0) =0
Py0) =1
P(h)=0
P'(h)=0

1

L [T (t(h2 = 2ht + 12))dt =

L [P h2t = 2ht? 4 #3)dt = (- 2

h2 3 4

S Py (t)dt = [ (— &5 + Ze%)dt =

h
:_§+h

I Py(t)dt =

h h
Jo Padt = [,

h? h?
= T _— =
h
fo Py(t)dt =

ih

(jzt® — #t%)dt =
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Montrons que (Py, P2, Ps, Py) est une famille libre de E :
MPL+XoPy+ X3Py + M Py =0

= A+ o) +22(—33 — 232 +333 — 30) + 23235 + 3 — 27 +24) =0Vz eR

3% =N\
= A =X =0et = A3=X=0
298 =\

(Py, P2, P3, Py) est une famille libre de 4 vecteurs dans l'espace vectoriel E de dimension 4, ¢’est donc
une base de E.

Il en résulte que tout élément de E peut s’écrire comme une combinaison lineaire de Py, Ps, P3, Py.

Soit P(z) = aPy(z) + BPa(z) + vPs(x) + (Pa(x)

P0)=p
gl
=¢

P(z) = P(0)Pi(z) + P'(0)P2(z) + P(h)P3(x) + P'(h) Pa(x)
[T P(t)ydt = P(0) [ Py(t)dt + P'(0) [ Po(t)dt + P(R) [ Ps(t)dt + P'(h) [y Pa(t)dt
[T P(t)dt = P(0)E + P'(0)2 + P(h)2 — P'(h) 2

=
>
]
—~
N
QU
=
I
[N

(P(0) + P(h)) + &5 (P'(0) — P'(h))
Partie C

g est dérivable sur [0,h] donc g est continue et donc intégrable sur [0,h].
Q@ € E donc D’aprés 5/ on a :

ot g)dt — [ Qu(t)dt = [ g(t)dt — 2(Qn(0) + Qn(h)) — 25(@4,(0) — @} (h)
orczh<o>=g<o> Qu(h) = g(h) @},(0)=g'(0) Q}(h)=g'(h)

h

)=
o 9t — [ Qu(t)dt = [} g(t)dt — % (g(0) + g(h)) = ¥5(g'(0) — g/ (h)

Pour u € [0, a}
2
= Jo 9)dt = 5(9(0) + g(w)) — 39'(w) — $5(g'(0) — ¢’ (u))
g est dérivable sur [0,a] au moins jusqu a l'ordre 4 donc ¥ fonction de g et g’ est dérivable sur [0,a] au

moins jusqu a l'ordre 3.
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V() = Lg'(w) — 1/ (u) — Sug”(u) — 1¢/(0) + Lug”(u) + %5 6% (u)
W (u) = Lg'(u) — tug”(u) — Lg'(0) + Lg% (u)

"(0) =0

Y3 (u) = 9" (u) — 59" (u) — sug®(u) + fug®(u) + 459*(u)

M = supefo,qlg*(t)]-
() = 50" (1)

or |[g*(t)| < M pour t € [0,
done pour x € [0, a

f() W?’ |dt 0 12|g ( )‘dt < Mfoz ith
donc | [ w3 (t)dt] < M [ 45 2t

done [ (z) — " (0)| < Mfo i—th or ¢¥"(0) =0

vz € [0,d] [ ()| < ML

pour y € [0, a]

Jo o oldt < M [ &t

done | [Y ¢! (t)dt] < M [V Lodt

donc [¢'(y) — ¢'(0)] < M144 or ¢'(0) =

vy € 10,0 [/ (y)| < Mg

pour z € [0, al

Jo [ ()t < M [ 144dt

| Jo v'(t)dt] < M [§ 1t44dt

done |Ph(z) —(0)] < M720 or ¥(0) =

Vz € [0,a] [¢(2)] < M720
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Vz €[0,d] [¢(2)] < M%
D’apres 2/ 1 est dérivable sur [0,a] donc continue sur [0,a].
donc |y(a)| < M% soit — M;‘TSO <¢(a) < M%
Il en résulte que :
3R € R tel que Y(a) = R avec —M% <R< M%
or (a) = [3 g(t)dt — $(9(0) + g(a)) = $3(9'(0) — ¢'(a)
2

done [§ g(t)dt — §(g(0) + g(a)) — §5(¢'(0) — g'(a)) = R

a®

soit foag(t)dt = 2(9(0) + g(a)) + T—;(g’(()) —¢'(a)) + R avec R < M5
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