BAC C Paris — 1983 — Correction exercice 2 I

Correction exercice 2 :

Soient a, b, c entiers tels que :

pgcd(a,b)=3 et pgcd (b,c)=4

1.

On peut écrire que :

I(u,v)eZ’, au+bv=3
I(u',v')eZ’, bu'+cv'=4

il en résulte que :
b(u'—v)+cv'—au=1

D’apres le théoreme de Bézout, b, c et a sont premiers entre eux.

2.

Considérons la décomposition en nombre premiers de a, b et c :

a= H p; avec a; entier positif ou nul.
i=1

n
b= H pf "avec [, entier positif ou nul.
i=1

c= H p!"avec y, entier positif ou nul.
i=1

On a donc :
abc H pa +B; +y
et:

pgcd(a,b) l_lpm"”’{ﬁ> pgcd(b,c) Hp"""ﬁy ppcm(a,b,c) Hpma“xﬁy

donc:

n

pged(a,b)x ppem(a,b,c)x pged(b,c)=] | prmte-flemnte.blrmea.f.y)

i=1
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or pged (a,c)=1 donc : si a;#0 alors y;=0 et si a;=0 alors y,;#0.
Examinons K= min(a,, B,)+min(B,,y,)+max(a,,B.,y,) :
1. a;#0, donc y;=0, a;<p;:
K,=a;+0+f3;donc K,=a,+f3,+y,.
2. a;#0, donc y;=0, a;=p;:
K,=p;+0+a; donc K,=a;+[3;+y,.
3. a,=0, donc y;#0, y,<p,:
K,=0+y,+f,donc K,=a;+f,+y..
4. a;=0, donc y;#0, y,=p;:
K;=0+p;+y; donc K;=a;+;+y,.
Il en résulte que :

pgcd(a,b)x ppcm(a,b,c)X pged(b,c)=abc avec pged(a,c)=1.

3.

abc=12096 abc=2°x3>x7
pgcd(a,b)=3 donc{q=3y b=3v, uAv=1
pgcd(b,c)=4 b=4u'c=4v',u'Av'=1
soit :

4u'=3v or 3 et 4 sont premiers entre eux donc d’apres Gauss, 3 divise u’ :
u'=3n donc b=3v=4X3Xn avec n€N.

on peut donc écrire :

abc=2°%x3"x7

a=3u v=4n , uAnd4n=1
b=4%X3nc=4v',3nAv'=1
soit :

3ux4x3nx4v'=2°x3>x7 donc :

uXnxv'=2*x3X7 avecuA4n=1et 3nAv'=1.

on a donc les possibilités suivantes :
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u=3 u=7 u=3 u=3x7
n=7 ou{n=3 oui{p=2°ou{pn=>?
v'=2’ y'=2? v'=7 vi=1
soit

a=9 a=21 a=9 a=63
b=84 oui{p=36 0u{p=48 ouiph=48
c=16 c=16 c=28 c=4
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